Michael de Villiers, Juina Afrika

Neka razmisljanja o van Hieleovoj teoriji
DSOS TS EOLENNEODOINS SIS SRDSDINPIRT S

Van Hieleova teorija je zaceta u doktorskoj dizertaciji Dine van Hie-
le-Geldof i njezinog supruga Pierrea van Hielea, na Sveu¢ilistu Utrecht
u Nizozemskoj 1957. godine. Dina je naZalost preminula nedugo nakon
zavrietka svoje dizertacije, a Pierre je nastavio dalje razvijati i 8iriti teoriju
u kasnijim publikacijama.

Dok se Pierreova dizertacija preteino trudila objasniti zadto se ucenici
susrecu s problemima pri u¢enju geometrije (u ovom slucaju to je bilo
objasnjavanje i opisivanje), Dinina je dizertacija govorila o eksperimentu
u poucavanju, i u tom smislu je bila viSe propisana glede redoslijeda geo-
metrijskog sadrzaja i navika u u¢enju ulenika.

Najotitija karakteristika teorije jest njezina razli¢itost od pet posebnih
razina razmisljanja s obzirom na razvoj u¢enickog razumijevanja geome-
trije. Usiskin (1982:4) je sumirao Zetiri vazne karakteristike teorije kako
slijedi:

« fiksni poredak (fix order) - Poredak u kojem ucenici napreduju kroz
razine razmisljanja je invarijantan. Drugim rjecima, ucenik ne moze

biti na razini # ako nije pro$ao kroz razinu n-1.

+ susjedstvo (adjacency) - Na svakoj razini razmisljanja koja je zapravo
unutrasnjost prethodne razine postaje vanjitina trenutne razine.

+ razlikovanje (distinction) - Svaka razina ima svoje vlastite simbole i
vlastitu mrezu odnosa koji povezuju te simbole.

« odvajanje (separation) — Dvije osobe koje promisljaju na razli¢itim
razinama ne mogu razumjeti jedna drugu.
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Glavni razlog za neuspjeh tradicionalnog kurikuluma geometrije van
Hieleovi pripisuju ¢injenici da je kurikulum predstavljan na visoj razini
nego §to su bili ucenici; drugim rije¢ima, ucenici nisu razumjeli ucitelja,
a niti je uéitelj mogao razumjeti zadto oni ne razumiju! Iako van Hiele-
ova teorija razlikuje pet razlicitih razina razmisljanja, mi cemo se ovdje
usredotoditi na prve Cetiri razine zbog toga to su one najvaznije za sred-
njoskolsku geometriju. Opée karakteristike svake razine opisane su kako
slijedi:

Razina 1: Prepoznavanje

Utenici vizualno prepoznaju likove u skladu s njihovim globalnim po-
javljivanjem. Oni prepoznaju trokute, Cetverokute i tako dalje, prema nji-
hovom obliku, ali oni ne znaju eksplicitno prepoznati svojstva tih likova.

Razina 2: Analiza

Ukenici pocinju analizu svojstva likova i uce prikladnu tehnicku ter-
minologiju za njihovo opisivanje, ali oni medusobno ne povezuju likove i
svojstva likova.

Razina 3: Redoslijed

Utenici logicki redaju svojstva likova pomocu kratkih lanaca zakljudi-
vanja i razumijevanja medusobnih odnosa izmedu likova (npr. ukljuciva-
nje klasa)

Razina 4: Zakljugivanje
Ucenici podinju razvijati duze nizove izjava i zapocinju razumijevati
vainost zakljuéivanja, ulogu aksioma, poucaka i dokaza.

Potrebno je primijetiti kako u odredenom smislu prijelaz iz Razine 1
prema Razini 2 uklju¢uje prijelaz od neaktivno-slikovne uporabe pojmo-
va prema vise simbolickom, upotrebljavajuci Brunerove obiteljske konce-
ote. Jednostavnije re¢eno, dostignuée Razine 2 ukljucuje stjecanje tehnic-
kog jezika kojim se svojstva pojmova mogu opisati. Medutim, prijelaz s
Razine 1 na Razinu 2 ukljuuje i vise od samo samog stjecanja jezika. To
podrazumijeva prepoznavanje odredenih novih odnosa izmedu pojmova
i usavriavanje i obnavljanje postojecih pojmova.
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Kako bi uéenik napredovao iz Razine 1 u Razinu 2 na odredenom po-
drudju (npr. {etverokuti), mora se pojaviti znacajan preuredenje odnosa
i usavriavanje pojmova. To je zapravo mnogo viSe u ovom prijelazu nego
samo verbaliziranje intuitivnog znanja; verbalizacija ide zajedno s restruk-
turiranjem znanja. Ovo restrukturiranje mora se pojaviti prije nego ude-
nik zapocne istraZivati logicke odnose izmedu ovih svojstava na Razini 3.
van Hiele to stavlja (1973:94) kako slijedi:

«MreZa odnosa na Razini 3 moze znacajnije biti uspostavijena, tek kad
je mreZa odnosa na Razini 2 odgovarajuce postavljena. Kada je druga mre-
Za odnosa prisutna u takvoj odgovarajucoj formi, tada njegova struktura
postaje jasna i pojedinac moze razgovarati o tome s drugima, i tek tada su
temelji za Razinu 3 pripremljeni.”

(Slobodan prijevod s nizozemskog jezika)

Razina 3 takoder predstavlja potpuno drukdiju mrezu odnosa od Razi-
ne 2. Mreza odnosa na Razini 2 ukljucuje pridruZivanje svojstava vistama
likova i odnose medu likovima u skladu s tim svojstvima, dok mreza od-
nosa na Razini 3 ukljucuje logicke odnose medu svojstvima likova. Mreza
odnosa na Razini 3 vife se ne odnosi na konkretne, specificne likove, niti
oni tvore okvir veza u kojem se propituje ima li navedeni lik pojedina svoj-
stva. Tipicno pitanje koje se postavlja Razini 3 jest: je li odredeno svojstvo
slijedi iz drugog ili se ono moze zakljuditi iz posebnog podskupa svojstava
(drugim rije¢ima: ono moze biti uzeto kao definicija ili je poucak) ili su
dvije definicije istovjetne.

MreZe odnosa za Prvu i Drugu Razinu razmisljanja su, dakle, prilicno
razli¢ite (van Hiele, 1973:90):

«Lakljucivanje logickog sustava pripada Tredoj Razini razmisljanja.
MreZa odnosa, koji se baziraju na verbalnom opisivanju promatranih Cinje-
nica, pripadaju Drugoj Razini razmisljanja. Ovdje dvije razine imaju svoju
viastitu mrezu odnosa koje se razlikuju jedna od druge: jedno razmisljanje
postoji u jednoj razini ili u drugoj.”

Razlike izmedu prve tri razine mogu se sumirati i prikazati u Tablici 1.
u smislu predmeta i strukture razmisljanja na svakoj razini (prilagodeno
iz Fuys et al, 1988:6).
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Razina 2
ranmislianjal i poja s RPN e . Eksplicitna usporedba likova u smislu njihovih osnovnih svojstava.
Struktura |+ Vizualno Prepoznavanje Uotavanje i formuli- . . L . "
razmisljanja| prepoznavanje svojstava kao ranje logi¢kih odno- . Izbjegavanje ukljucivanja klasa r.nedu razl_1c1t.1m klasama likova, npr.
« Imenovanje karakteristika klasa |sa medu svojstvima kvadrati i pravokutnici se smatraju razdvojenima.
— - Vl_zual::; sortiranje | , - . Razvrstavanje likova s obzirom na samo jedno svojstvo, npr. svojstvo
Primjeri * .S“ bl dog.raml. Cewem]fut tma: ' Nasupr(:_t. stranice stranica, dok druga svojstva poput simetrije, kutova i dijagonala su
idu zajedno jer svi |- 4 stranice = povlatida su ‘onorirana
Jzgledaju isto” « nasuprot. kutovi=| nasuprot. str. // ighonrana.
» Pravokutnidi, « nasuprot. strani- | » Nasuprot. str. // . Neekonomiéna uporaba svojstava likova za njihovo opisivanje (defini-
kvadratii rombovi | cama= povladi da su nasu- ranje), umjesto koristenja samo dovoljnih svojstava.
nisu paralelogrami | nasuprot. stranice | prot. stranice = o ) )
jer oni .ne izgleda- | // « Nasuprotni kutovi . Eksplicitno odbacivanje definicija koje su ponudile druge osobe, npr.
ju kao oni” » dijagonale koje se | = povlalidasu uditelji ili udZbenici, kako bi se koristile vlastite definicije.
sijeku; itd. %%?upmglsim.ﬁce - _ Iskustveni pristup utvrdivanju istinitosti tvrdnji; npr. koristenje pro-
. . . e . . ¥
Pravokutnik nije Jagona’E xoje ¢ matranja i mjerenja na temelju nekoliko crteza.
paralelogram s sijeku podrazumi-
obzirom da ima jevaju f:entralnu Razina 3
kut od 90°, a para- | Simetriju (half-turn
lelogram ga nema symmetry) . Definiranje ekonomicnosti, ispravne definicije za likove.
~ Tablica 1. 2. Sposobnost transformiranja nepotpunih definicija u potpune definicije
Koristeéi intervjue utemeljene na zadatcima, Burger & Shaughnessy i jo§ neposrednije prihvacanje i koristenje definicija novih pojmova.
(1986) detaljnije su okarakterizirali 4 ucenicke razine razmisljanja, i to : 3. Prihvacanje razlicitih ekvivalentnih definicija za iste pojmove.
kako slijedi: ]

Razina 1

. Cesto koriste nevazna vizualna svojstva za identificiranje likova, za us-
poredbe, za klasificiranje i opisivanje.

. Obi¢no se vezuju za vizualne prototipove likova, i lako se dovedu u
zabludu ovisno o orijentaciji likova.

. Nemoguénost razmisljanja o beskonaénom broju varijacija na temu
pojedinih tipova likova (npr. u smislu orijentacije i oblika).

. Nedosljednost u klasificiranju likova; npr. upotrebljavajuci neuobicaje-
na ili nepravilna svojstva za razvrstavanje likova.

. Nepotpuni opisi {(definicije) likova uocavanjem potrebnih (¢esto vizu-
alnih) uvjeta kao dodatnih uvjeta. )

. Hijerarhijska klasifikacija likova, npr. Cetverokuti.
. Eksplicitno koristenje logi¢kog oblika .ako ... onda” u definiranju i ko-

riftenju pretpostavki, kao i implicitno koristenje logi¢kih pravila kao
§to su modus ponens.

. Nesigurnost i nedostatak jasnoce s obzirom na pojedinacne funkcije

aksioma, definicija i dokaza.

Razina 4

. Razumijevanje pojedina¢nih funkcija (uloga) aksioma, definicija i do-

kaza.

. Spontano pretpostavljanje i samomotivirani pokusaji za deduktivnim

dokazivanjem istih
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Rusko istrazivanje poucavanja geometrije

Geometrija je oduvijek ¢inila izuzetno vazan dio ruskog matematickog
kurikuluma u 19. i 20. stolje¢u. Na ovu krasnu tradiciju u prola dva stolje-
¢a bez sumnje su utjecali (i odigrali znacajnu ulogu) pokusaji nekolicine
poznatih ruskih geometri¢ara (poput Lobacevskog). Tradicionalno ruski
kurikulum iz geometrije sadravao je dvije faze: intuitivne faze za razrede
od 1-5 i fazu sistematizacije (deduktivnu) od-6. razreda nadalje (12/13
godina).

U 60-tim godinama 20-og stoljeca ruski (sovjetski) istrazivaci su na-
pravili opseznu analizu intuinitivne faze i faze sistematizacije, kako bi pro-
nasli odgovor na uznemirujuée pitanje: za$to ucenici koji pokazuju dobar
napredak u drugim Zkolskim predmetima, a pokazuju mali napredak u
geometriji. U njihovoj analizi van Hieleova teorija odigrala je znacajnu
ulogu. Tako na primjer, pronadeno je kako je na kraju 5. razreda (prije
nastavka faze sistematizacije, koja zahtijeva najmanje Razinu 3, razinu ra-
zumijevanja) samo 10-15 % ucenika bilo na Razini 2.

Glavni razlog za ovo je nedovoljna pozornost prema geometriji u.

osnovnoj skoli. Na primjer, u prvih pet godina od ucenika se ocekivalo
upoznavanje pretezno s aktivnostima iz Razine 1, sa samo 12-15 geome-
trijskih objekata (i pridruzenom terminologijom).

Kao suprotnost, od u¢enika se ocekivalo da veé na prvim satovima u 6.
razredu budu upoznati ne samo sa 100 novih objekata i terminologijom,
nego da su i u stanju vladati sa Razinom 3, razinom razumijevanja. (Ili se
utitelj vrlo ¢esto morao truditi predstaviti novo gradivo na tri razlicite ra-
zine i to istovremeno.) Nije ni ¢udo §to su onda period od 1. do 5. razreda
opisali kao «produljene vrijeme geometrijske neaktivnosti’}

Rusi su nakon toga dizajnirali vrlo uspjesan eksperimentalan kuriku-
lum geometrije utemeljen na van Hieleovoj teoriji. Pronali su kako je va-
#an faktor bio neprekidno nizanje i razvijanje pojmova od prvog razreda.
Kao 3to je navedeno u Wirszup-u (1976: 75-96), prosjecan je ucenik u
8. razredu eksperimentalnog kurikuluma geometrije pokazao isto ili bolje
geometrijsko razumijevanje od ucenika u 11. ili 12. razredu koji su radili
po starom kurikulumu.
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Osnovnoskolski kurikulum geometrije
(razredna i predmetna nastava)

Paralele iz ruskog eksperimenta prema JuZnoj Africi i ostalim zemlja-
ma su otite. U Juznoj Africi, imali smo pretrpan srednjoskolski geome-
trijski kurikulum s formalnom geometrijom, dok je se u osnovnoj kol
obradilo relativno malo neformalnog sadrzaja. U prosjeku, ucenicki re-
zultati u juZnoafritkoj matrici (12 razreda) iz geometrije su daleko gori
nego iz algebre. Zasto?

Van Hieleova teorija daje vrlo vazno objasnjenje. Na primjer, istrazi-
vanje de Villiersa & Njisanea (1987) pokazalo je da se oko 45% ispitanih
ulenika u 12-om razredu u KwaZulu, zadrzalo na Razini 2 ili niZoj, dok
se za istraZivanje podrazumijevalo da budu na Razini 3 ili vi$oj. Istu nisku
van Hieleovu razinu imali su udenici srednje $kole kad su provedena i
druga istrazivanja: Malana (1986), Smitah & de Villiersa (1990} i Goven-
dera (1995). Posebno, prijelaz s Razine 1 na Razinu 2 predstavlja specific-
ne probleme ucenicima koji sluiaju nastavu na stranom jeziku, s obzirom
da to uklju¢uje i usvajanje tehnitke terminologije kojima svojstva likova
moraju bili opisana i istrazena. To zahtijeva dovoljno vremena, koje nije
dostupno u trenutno pretrpanom srednjoskolskom kurikulumu.

Vrlo se jasno vidi kako bez obzira na koli¢inu truda, elegantne metode
poucavanja nece biti uéinkovite u srednjim $kolama, ako se ne napravi
udinkovita revizija osnovnoskolskog kurikuluma geometrije prema na-
putcima van Hieleovih. Buducnost srednjoskolske geometrije, dakle, ovisi
konac¢no o osnovnoskolskoj geometriji!

U Japanu, na primjer, uenici ve¢ u prvom razredu startaju s opsei-
nim tangramima, kao i s drugim ravninskim i prostornim istrazivanjima
(npr. vidi Nohda, 1992). Ovakva se praksa kontinuirano nastavlja tako
da u petom razredu ve¢ formalno koriste pojmove sukladnosti i sli¢nosti,
one iste koji se u Juznoj Africi tek predstavljaju u 8-om i 9-om razredu.
Sli¢no je i u Tajvanu, gdje se s geometrijom zapocinje rano, u studiji Wua
& Maa (2006) je navedeno da je 28,3% ucenika 6-tog razreda na van Hi-
eleovoj Razini 3, dok je u Juznoj Africi takav postotak onih na istoj razini
primijecen tek u 11-om razredu (de Villiers & Njisane, 1987; de Villiers,
1987). Nedavno su Feza & Webb (2005) pronali da samo 5 od 30 (16,7%)
ucenika 7-og razreda koje su ispitali u Juznoj Africi, dostiglo van Hieleovu
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Razinu 2. Stoga i ne ¢udi $to u medunarodnim studijama japanski i taj-
vanski &kolarci nadmasuju rezultatima juZnoafricke i druge §kolarce.

Tako je nedavno uvodenje poplocavanja u juznoafricke osnovne $kole
prihvaéeno s odobravanjem, {ini se kako mnogi uitelji i autori udzbenika
ne razumiju njegovu vaZnost u odnosima s van Hielejevom teorijom. lako
poploavanje ima veliku estetsku privlaénost zahvaljujuci svojim intri-
gantnim i umjetnickim uzorcima, osnovni je razlog za njegovo uvodenje
u osnovnu $kolu taj da on pruZa intuitivni vizualni temelj (van Hiele 1) za
razlicit geometrijski sadrzaj, koji se kasnije moze tumaditi formalnije i u
deduktivnom kontekstu.

Na primjer, u poplocavanju s trokutima uzorci su prikazani na Slici 1,
ucenike se moZe pitati slijedeca pitanja:

1. identificirajte i obojite paralelne linije
2. ito mo?ete reéi o kutovima A, B, C,DiEi zasto?

3. ito moZete reéi o kutovima A, 1,2,3i41 za§to?

Slika 1. Vizualizacija

U takvim aktivnostima uéenici ée shvatiti kako su kutovi 4, B, C,DiE
svi jednaki s obzirom na rotaciju od 180 sivog trokuta oko sredista duZine
AB preslikavaju¢i kut A u kut B itd.

Na ovaj natin, u¢enicima se po prvi put mogu predoditi pojmovi .pile”
ili ucik-cak” (naizmjeni¢ni kutovi). Sliéno, ucenici bi trebali shvatiti kako
su kutovi A, 1, 2, 3 i 4 jednaki s obzirom na translaciju sivog trokuta u
smjeru kutova 1, 2, 3 i 4 uzastopno preslikavaju¢i kut A na svaki od tih
tri kuta. Na ovaj nalin, u¢enicima se po prvi put moze predotiti pojam
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Jjestvi” (odgovarajucih kutova). Ulenici bi trebali biti potaknuti na pro-
nalazenje drukeijih pila i ljestvi u istom i drugima uzorcima poplotavanja
kako bi poboljsali svoje vizualne sposobnosti.

S obzirom na to kako svaka plotica mora biti identi¢na i to¢no prista-
jati drugima, u smislu translacija, rotacija ili zrcaljenja, uenicima se moze
lako predoditiiti pojam sukladnosti. Takoder ih se moze potaknuti neka
potraZe razlicite oblike u tim uzorcima poplo¢avanja, npr. paralelograme,
trapeze ili Sesterokute. Isto ih se moe ohrabriti neka potraze vece likove
istih oblika, i na taj na¢in im se intuitivno predocavaa pojam sli¢nosti (kao
§to je prikazano na Slici 1 dodavajuci slicne trokute i paralelograme)

Poploéavanje takoder pruZa i zadovoljavajuéi kontekst za analiziranje
svojstava geometrijskih likova (van Hiele 2), kao i njihovo Iogicko objas-
njavanje (van Hiele 3). Na primjer, nakon $to su udenici konstruirali uzo-
rak trokutastih plotica, kao §to je prikazano na Slici 2, moze ih se pitati
sljede¢a pitanja:

1. Sto modete redi o kutovima A i B u odnosu na D i E? Zasto? I $to iz
toga, dakle, moZete zakljuciti?

2. &to mogete reéi o kutovima Fi G u odnosu na Hi I? Zasto? I 5to iz toga,
dakle, mozete zakljuditi?

3. $to moZete redi o duzini JK u odnosu na duzinu LM? Zasto? I §to iz
toga, dakle, moZete zakljugiti?

Slika 2. Analiziranje

U prvom sluéaju, udenici ¢e opet vidjeti kalko je kut A = kutu D s obzi-
rom na oblik pile. Takoder je kut B = kutu E s obzirom na ljestve. Tada im
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je lako primijetiti s obzirom da tri kuta leZe na istom pravcu, zbroj kutova
u trokutu ABC mora biti jednaka ispruzenom. Takoder mogu primijetiti
kako je ovo istina za bilo koji vrh, kao i za trokut bilo koje velicine ili ori-
jentacije, dakle, omoguéavajuci generalizaciju. U drugom slu¢aju, uvodi
se poucak o vanjskom kutu, a u tre¢em poucak o polovistu. Takve analize
su jasno mali odmak od standardnih geometrijskih objasnjenja (dokaza);
sve ona sada trebaju neku formalizaciju. Na Slici 3, ilustrirane su tri razi-
ne za otkrivanje i objadnjavanje kako su nasuprotni kutovi paralelograma
jednaki.

slika 3. Tri razine

Pojmovno strukturiranje

Vilo vazno glediste (aspekt) van Hieleove teorije jest taj da ona nagla-
tava kako ¢e neformalne aktivnosti na Razinama 1 i 2 pruZiti prikladne
«pojmovne podstrukture” za formalne aktivnosti na sljede¢im razinama.
Premda razlidita, ova ideja je nesto sli¢nija ideji instrukcijske grade (instruc-
tional scaffolding) koju je promoviraoWood, Brunera & Rossa (1976).

Ukitelji ¢esto svojim ulenicima daju mjeriti kutove trokuta kutomje-
rom, i nakon toga im dopustaju dodavati kutove (obi¢no bez obzira na
«devijaciju” kao posljedicu eksperimentalne pogreske) kako bi otkrili da
je njihov zbroj uvijek 180°.
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Medutim, iz perspektive van Hieleovih to je potpuno neprikladno jer
ne pruza prikladnu pojmovnu podstrukturu u kojoj bi mogu¢a logicka
objasnjenja (dokazi) implicitno bila ugradena. Za usporedbu, aktivnost
s kartonskim plo¢icama ili sa Sketchpadom ¢emu se posvetio deVilliers
(2003) pruza takvu podstrukturu. Na primjer, translatirajte tokut ABC za
vektor BC, i rotirajte trokut ABC oko poloviita duZine AC (vidi sliku 4).

Dopustite ufenicima primijetiti da putem vulenja tri kuta C, D, i E
uvijek dobiju ispruZeni kut. Tada ih upitajte $to mogu reci o kutovima A
i B u odnosu na kutove D i E u smislu transformacija koje su napravili.
Kako se kut B preslikava u kut E translacijom i kut A u kut D pomocu
poluokreta (rotacije za 180°/ centralne simetrije), kutovi B i A su jedna-
ki kutovima D i E. Ovo jasno pruza mnogo vise odgovarajuce pojmovne
strukture za moguca obja$njenja (dokaze) nego kad uenici mjere neke
kutove trokuta.

Sli¢no, aktivnost mjerenja kutova osnovice jednakokra¢nog trokuta
je pojmovno neprihvatijiva, ali preklapajudi ih po osi simetrije dobiva
se podloga za kasniji formalni dokaz. Isto vaZi i za istraZivanje svojstava
tetverokuta. Na primjer, pojmovno je neprihvatljivo mjeriti nasuprotne
kutove paralelograma kako bi otkrili da su zapravo jednaki. Puno je bolje
dati im paralelogram da ga zarotiraju kako bi otkrili da se nasuprotni ku-
tovi (i stranice) preslikavaju jedni u druge, i da to vrijedi za sve paralelo-
grame te sadrzi pojmovno uporiste za formalni dokaz.
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Slika 5. Koriitenje mreZe za izradu plocica
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Nedavno sam imao razgovor s uéiteljem koji je brzo odbacio kole-
gin uvod u poplotavanje, jer je ovaj prvo dopustio ucenicima raspakirati
kartonske plotice. Ovaj je uéitelj imao osjecaj da to proizvelo neuredne
obrasce, da su bili neuinkoviti i da su potrogili vrijeme i da bi se u radu
s udenicima trebalo zapodeti s pripremljenom kvadratnom ili trokuta-
stom mrezom i pokazati u¢enicima kako tada mogu lagano nacrtati ured-
nu mreu za poplocavanje (vidjeti slika 5). lako su takve mreZe korisne
i u¢inkovite za crtanje novih uzoraka, one su pojmovno izuzetno vaine
za ulenike kako bi dobili fizicko iskustvo u raspakiravanju plocica, rota-
ciji, translaciji, zrcaljenju plo¢ica koristeéi svoje ruke (i na kraju pomocu
softvera dinamiéne geometrije, ilustrirajudi ili animirajudi postojece tran-
sformacije).

Prvi je problem to $to je moguée nacrtati uzorak ploica na takvoj mre-
#i bez imalo razumijevanja temeljne izometrije pomocu koje se i kreiraju,
koje zauzvrat su pojmovno vaine za analiziranje geometrijskih svojstava
ugradenih u uzorak, i kona¢no za njihovu formalizaciju u dokaze.

Jo§ je vainije, prema Bruneru ova uredujuca (enactive} razina, gdje
djeca izravno manipuliraju materijalima poput plocica, je osnovni predu-
vjet (kao $to je i u van Hieleovoj teoriji), na slikovnej (iconic) razini, gdje
se djeca potinju susretati s mentalnim slikama objekata i vi$e nije potreb-
no njima manipulirati izravno.

Definiranje i klasificiranje

Tradicionalno najveéi broj ucitelja i autora udzbenika su ucenicima
jednostavno dali pripremljeni sadrzaj (definicije, teoremi, dokazi, klasifi-
kacije, itd.) koje oni samo moraju usvojiti i ponoviti na testovima ili vjez-
bama. Tradicionalno uéenje geometrije na ovaj nacin moze se usporediti
sa satovima kuhanja ili pravljenja kolaca gdje ucitelji ucenicima samo po-
kazuju kolace (ili jos gore, samo slike kola¢a) bez objasnjavanja Sto ide u
kolace i kako ih napraviti. Cak im nije dozvoljeno niti da sami pokusaju
napraviti kolac!

Matemati¢ari i matematicki edukatori takoder Cesto kritiziraju izravno
poucavanje geometrijskih definicija bez naglaska na temeljne procese de-
finiranja. Poznati matematicar Hans Freudenthal (1973:416-418) takoder
jako kritizira tradicionalnu praksu objadnjavanja geometrije definicijama:
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«--- Sokratovski didaktiéari bi odbili uvesti geometrijske objekte defini-
cijom, ali kadgod bi didakticka inverzija previadala, deduktivno startaju s
definicijom”

... gotovo sve definicije nisu unaprijed stvorene nego proizlaze kao za-
vrinica neke aktivnost. Ulenik ne bi trebao biti lisen ove privilegije... Dobro
pouéavanje geometrije moze Stosta znaciti — uciti kako organizirati pred-
metno gradivo i uliti $to je organiziranje, uciti kako odrediti pojam i ito
je pojam, uciti definirati i sto je definicija. To znadi voditi ulenike kako bi
shvatili zasto je neko organiziranje, neki pojam, neka definicija bolja od ne-
kih drugih.”

Samo poznavanje definicije pojma uopce ne garantira razumijevanje
pojma. Na primjer, iako je u¢enik mozda bio poucavan, i u moguénosti je
izredi, standardnu definiciju paralelograma, a to je da je on cetverokut s
paralelnim nasuprotnim stranicama, uéenik mo#da jo uvijek ne smatra
pravokutnike, kvadrate i rombove paralelogramima, s obzirom da u uce-
nitkom poimaniju slike paralelograma, nasuprotnim stranicama i kutovi-
ma nije dozvoljeno biti jednakima.

Prema van Hieleovoj teoriji razumijevanje formalnih, udzbenickih de-
finicija razvija se na Razini 3, stoga da e izravno pruZanje takvih definici-
ja uenicima na niZim razinama biti osudeno na neuspjeh. Kao dodatak,
ako konstruktivistitku teoriju uéenja uzmemo za ozbiljno (da znanje ne
moze biti direktno preneseno od jedne osobe k drugoj, i da smisleno zna-
nje mora biti aktivno (re)konstruirano uz pomoc ucitelja), ucenici bi tre-
bali biti ukljueni u aktivnost definiranja i trebalo bi im dopustiti odabir
njihovih vlastitih definicija na svakoj razini. Iz ovoga proizlazi dopustanje
slijede¢ih mogudih vrsta smislenog definiranja pravokutnika, na svakoj
od van Hieleovih razina:

Van Hiele 1

Vizualne definicije; npr, pravokutnik je lik koji izgleda kao ovo (crta ili
identificira Cetverokut sa svim kutovima od 90° i dvije dulje i dvije krace
stranice).

Van Hiele 2
Neekonomicne definicije; npr, pravokutnik je etverokut s nasuprotnim
stranicama paralelnima i jednakima, svim kutovima od 90°, jednakim di-
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jagonalama, centralno je simetrican, s dvije osi simetrije kroz nasuprotne
strane, dvije dulje i dvije krace stranice, itd...

Van Hiele 3
Toéna, ekonomicna definicija; npr. pravokutnik je cetverokut s dvije osi
simetrije kroz nasuprotne stranice.

Hijerarhijske nasuprot djelomi¢nim definicijama

Iako su djeca u ranoj dobi sposobna razumijevati klasne zakljucke
poput «macke i psi su Zivotinje’, izgleda kako je znatno teZe to postici s
geometrijskim likovima. Najéesce, utenici neposredne definicije na van
Hieleovoj Razini 1 i 2, kao $to je navedeno gore, smatraju djelomicnima;
drugim rije¢ima, nece dopustiti zakljucak o kvadratu medu pravokutni-
cima (eksplicitno navodedi dvije dulje i dvije krace stranice). Kao suprot-
nost tome, prema van Hieleovoj teoriji, definicije na Razini 3 su tipicno
hijerarhijske, $to znadi kako one dopustaju zaklju¢ak o kvadratu medu
pravokutnicima, i nece biti jasne onim uéenicima na niZzim razinama.

U tradicionalnom poudavanju djeci se najée$¢e predocavaju pravokut-
nici, rombovi, paralelogrami, itd. kao stati¢ni geometrijski objekti”. Na
primjer, pravokutnik bi mogao biti predoten usporedbom s oblikom vra-
tiju, ili stati¢nom slikom u knjizi, ali se vrata ili slika ne mogu transformi-
rati u kvadrat (osim ako im se dijelovi odreZu). Tako je pojam pravokutni-
ka od samog poletka predocen kao pojam potpuno odvojen od kvadrata.
Nazalost, ova djelomi¢na Klasifikacijska shema tada postaje utvrdena i
ukorijenjena jednom za svagda, i otporna na svaku promjeniu.

Pojmovne tegkoce u geometrijskom klasnom zakljuéivanju je pokazao
Mayberry {1981} koji je otkrio kako samo 3 od 19 ulitelja matematike
oznacavaju kvadrat kao pravokutnik kada ih se zatraZi da ih oznale na
papiru punom pravokutnika. Ipak, moglo bi se s punim pravom kritizirati
neka od pitanja koja je koristio Mayberry, kao i ona Usiskinova (1982}
kako bi procijenio hijerarhijsko razmisljanje, jer niz razliditih ¢etverokuta
ulenici, kada bi ih se pitalo, mogli bi oznatiti samo kao opce Cetverokute
(npr. kao opée paralelograme), jednostavrio ne znajuci ili ne shvacajuci
namjeru pitanja da bi i sve specijalne slu¢ajeve trebalo oznatiti (npr. pra-
vokutnike, rombove, kvadrate).
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U istrazivanju koje su proveli de Villiers & Njisane (1987) na uzorku
od 4000 uéenika u KwaZulua (South Africa), ali modificiranim pitanjima
za procjenu hijerarhijskog razmisljanja, uocen je mali napredak. Ipak,
pronadeno je da se tek mali napredak pojavio u hijerarhijskom razmi-
Sljanju u razredima 9-12, i to s uspjehom u rasponu od 0,5% do 5,1% na
50% testova koji su procjenjivali hijerarhijsko razmisljanje. Ovo je u ja-
snoj suprotnosti s van Hieleovom Razinom 3 uspjesnosti u jednostrukom
i dvostrukom zakljudivanju koja su se znatno popravila od 2,5% na 63,3%
u 9-tom razredu i s 0,2% na 42,6% u 12-tom razredu.

Formalnim definicijama u udzbenicima na Razini 3 cesto prethode ak-
tivnosti u kojima udenici moraju usporediti u tabli¢nom obliku razlicita
svojstva Cetverokuta, a koja su pripremljena s namjerom da im pomogne
kako bi uotili da kvadrat, pravokutnik i romb imaju svojstva paralelogra-
ma, ali se mogu promatrati kao specijalni slu¢ajevi. Ipak, u de Villierso-
vim istraZivanjima (1994) pokazalo se kako mnogo uéenika, ¢ak i nakon
tabli¢ne usporedbe i drugih aktivnosti, ako im se pruZi prilika, jos uvijek
preferira definirati Eetverokute u dijelovima. (Drugim rije¢ima, oni éena
primjer jo§ uvijek radije definirati paralelogram kao ¢etverokut s dva para
meduscbno paralelnih nasuprotnih stranica, ali ne i sa svim jednakim ku-
tovima ili stranicama).

Zbog ovog razloga, ¢ini se kako ucenicima ne treba pruzati gotove
definicije Cetverokuta, nego im dopustiti formuliranje njihovih vlastitih
definicija bez obzira jesu li one djelomicne ili hijerarhijske. Ali razred-
nom diskusijom i usporedivanjem relativnih prednosti i nedostataka oba
nacina klasificiranja i definiranja Zetverokuta (od kojih su oba matema-
tidki toéna), uéenici ¢e moida shvatiti kako postoje odredene prednosti
u prihvacanju hijerarhijske klasifikacije. Npr., ako u¢enike upitamo neka
usporede sljedece dvije definicije paralelograma, mozda Ce shvatiti kako je
prva ekonomicnija od druge:

hijerarhijska: ~ Paralelogram je Cetverokut s dva para medusobno para-
lelnih nasuprotnih stranica.

djelomicna: Paralelogram je éetverokut s dva para medusobno paralel-
nih nasuprotnih stranica, ali ne i sa svim jednakim kutovi-
ma ili stranicama.

A ATIEN |
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Jasno, djelomi¢ne definicije su dulje s obzirom na to da moraju uklju-
¢iti dodatna svojstva kako bi iskljucile specijalne slu¢ajeve. Jo$ jedna pred-
nost hijerarhijskog definiranja pojmova jest ta da svi dokazani poudci za
taj pojam se automatski primjenjuju za sve njegove specijaine slutajeve.
Na primjer, ako dokaZemo kako dijagonale paralelograma raspolavljaju
jedna drugu, odmah mozemo zakljuéiti kako to isto vrijedi za pravokut-
nike, rombove i kvadrate.

Ako ih pak, klasificiramo i definiramo djelomicno, moramo dokazati
za svaki slu¢aj posebno (za paralelograme, pravokutnike, rombove i kva-
drate) da se dijagonale raspolavljaju. Vrlo je jasno kako je to neekonomic-
no. Jasno se &ini da ukoliko uloga i funkcija hijerarhijske klasifikacije nije
u razredu smisleno predocena, mnogi ucenici ¢e imati problema u shvaca-
nju zadto se njihove intuitivne, djelomicne definicije ne koriste.

Privlacenjem ucenika definiranju geometrijskih pojmova, poput onog
za tetverokut, imaju prilike nauditi kako konstruirati protuprimjere za ne-
potpune ili neto¢ne definicije. Na primjer, kako bi bili u moguénosti po-
kazati da je definiranje .zmaja kao Cetverokuta s okomitim dijagonalama”
nepotpuno, ukoliko Zelimo pronadi Zetverokut s okomitim dijagonalama
koji nije zmaj.

Jednu estu tedkoéu imaju ucenici u davanju ispravnog protuprimjera
na nekompletne definicije,a to je obi¢no opovrgavanje definicije pomocu
specijalnih slu¢ajeva. Na primjer, na netoénu definiciju «pravokutnik je
svaki cetverokut sa sukladnim dijagonalama’, neki ée ucenici dati kvadrat
kao protuprimjer. Ali ocito jest kako kvadrat nije dobar protuprimjer jer
je kvadrat i pravokutnik.

Dakle, ucenici bi trebali imati razvijen smisao za razumijevanje hije-
rarhijske (zaklju¢ne) klasifikacije, ve¢ prije nego se priklju¢e formalnom
definiranju samih Cetverokuta (Crainé & Rubenstein, 1993). Qvwvakav na-
predak se moZe napraviti upotrebljavajuéi softvere interaktivne geome-
trije, likove napravljene od fleksibilne Zice ili s modelima &etverokuta od
papirnate trake. Zaista, radeci s grupom od 5 ucenika $estogog razreda i
pri tome koristeci Zicu i papirnate modele, Malan (1986) je otkrio kako
su svi na kraju bili sposobni uspjesno napraviti hijerarhijsku klasifikaciju
zakljucaka o etverokutima.
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Slika 6. Dinamicna transformacija paralelograma
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Konkretno, dinamiéna priroda geometrijskih likova konstruirana sof-
tverima, poput Sketchpada, mogla bi omoguiti Znatno lak3e prihvadanje
hijerarhijske klasifikacije cetverokuta na niZim van Hieleovim razinama.
Na primjer, ako ucenici konstruiraju Zetverokut s paralelnim nasuprot-
nim stranicama, primijetit ¢e kako ga lagano mogu odvudi (pretvoriti) u
likove poput pravokutnika, rombova ili Zetverokuta, kao §to je pokazano
na slici 6.

Zapravo, &ini se izuzetno lako mogucim ovakvo ucenicko prihvacanje i
razumijevanje, ¢ak i na van Hieleovoj Razini 1 (Vizualizacija), ali je u ovom
podruju potrebno daljnje istraZivanje. Vilo je moguce da su teSkoce koje
uéenici imaju s hijerarhijskih klasnim zakljucivanjem velikim dijelom re-
zultat tradicionalnog poudavanja, nedto 3to je veC i primijetila Mayberry
(1981:8) kada je zapisala: «Vrlo je razumljivo kako su promatrane razine
tvorevine postojeéeg kurikuluma ili uputa davanih u¢enicima...”

Autor je razvio eksperimentalnu java aplikaciju (pomocu JavaSket-
chpada) na http:/lmath.kennesaw.edu]~mdevillilquadclassify.html gdje
najéesdi Cetverokuti nisu predoceni formalnim definiranjem, nego su jed-
nostavno predodeni vizualno.

Putem vodenih povlaéenja predvida se da bi i dijete na Razini 1 moglo,
na primjer, puno jednostavnije razviti dinamicki pojam slike pravokutnika
koji se moZe pretvoriti u kvadrat ako mu sve stranice postanu jednake.
Utitelji i istra¥ivaci su pozvani neka istraze ove aktivnosti i svaki komen-

. tar ili izvjetaj je dobrodogao.
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Konstruiranje i mjerenje

Prvo treba naglasiti kako su odredene vrste konstrukcijskih aktivnosti
(sa softverom dinami¢ne geometrije ili olovkom i papirom) neprikladne
na van Hieleovoj Razini 1. Na primjer, netko je slu¢ajno ¢uo neki razgo-
vor na konferenciji kako netko komentira da je bio neugodno zaprepasten
koliko je maloj djeci tesko konstruirati dinamian” Cetverokut pomocu
Sketchpada. Tpak, ako su djeca bila na Razini 1, tada nije uopce iznenadu-
juée — kako mogu konstruirati kvadrat ako jo$ ne poznaju njegova svoj-
stva (Razina 2) i kako su neka svojstva suvisna, a neka nisu (to su logi¢ni
odnosi medu svojstvima — Razina 3).

Zapravo, na Razini 1 bilo bi daleko prihvatljivije djeci dati gotove sket-
cheve &etverokuta napravljenih u softveru dinami¢ne geometrije, kojima
oni tada mogu lako manipulirati i po prvi put i vizualno istraZiti. Nakon
toga, mogu uporabiti alate softvera za mjerenje kako bi analizirali svojstva
(i nauili prihvatljivu terminologiju) i dostigli Razinu 2. Tek tada bi im
bilo prikladno dati zadatak da konstruiraju takve dinamicne ¢etverokute
samostalno, i na taj nagin im pomodi prijeci na Razinu 3.

Drugim rije¢ima, od uéenika koji su pretezno na Razini 2 ne moze se
otekivati logicko provjeravanje vlastitih opisa (definicija) cetverokuta, ali
bi im se trebalo dopustiti s toénim konstrukcijama i mjerenjima. Na pri-
mijer, uenici bi trebali mo¢i procijeniti sljedece poku3aje opisivanja (dehr-
niranja) rombova konstruiranjem i mjerenjem kao $to se i vidi na slici 7:

. Romb je Zetverokut sa svim jednakim stranicama.

. Romb je &etverokut s okomitim dijagonalama koje se raspolavljaju .

1

2

3. Romb je &etverokut s dijagonalama koje se raspolavljaju.

4. Romb je &etverokut s jednakim susjednim stranicama i s dva para pa-
ralelnih nasuprotnih stranica

Slika 7. Konstruiranje i mjerenje
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U prvom primjeru, uéenici bi trebali konstruirati cetverokut sa sve 4
jednake stranice, i tada bi trebali primijetiti kako se dijagonale uvijek ras-
polavljaju okomito, neovisno o tome kako ih povlace. To jasno pokazuje
kako je svojstvo .ckomitih raspolavijajucih dijagonala” posljedica njihove
konstrukcije .sve Zetiri jednake stranice” S druge strane, takvo testiranje
jasno pokazuje kada je objainjenje (definicija) nepotpuno (koje sadri ne-
dostatna svojstva}, kao 3to je u treem primjeru gore.

Pojmovno, konstrukeije poput ovih su izuzetno vazne za pomoc u pri-
jelazu iz Razine 2 u Razinu 3. One pomaZu razviti razumijevanje razlike
izmedu premise i zakljucka i njihovog kauzalnog odnosa; drugim rijecima,
logicke strukture izjave «ako-onda”. Na primjer, uéenici tvrdnju 4 mogu
zapisati kao: .Ake etverokut ima jedan par jednakih susjednih stranica
i dva para paralelnih nasuprotnih stranica, onda je to romb (t}. ima sve
Zetiri jednake stranice, okomite dijagonale koje se raspolavljaju, itd...)"
Smith (1940) je izvijestio o napretku u uéenickom razumijevanju .ako-
onda” izjava kada su napravili konstrukcije kako bi ocijenili sljedece geo-
metrijske izjave:

«Uenici su primijetili, kada naprave odredene stvari na likovima, kako
to rezuliira nekim drugim stvarima. Naucili su osjetiti razliku u kategori-
jama izmedu odnosa u koji oni stave lik - kao stvar nad kojom oni imaju
kontrolu - i odnosa koji rezultira bez akcije s njihove strane. Konaino ta
razlika u te dvije kategorije bila je izazvana razlikom izmedu danih uvjeta
i zakljucka, razlikom izmedu ako-dijela i onda-dijela recenice.”

Faza dokaza u geometrijskoj edukaciji

Prema van Hieleovoj teoriji, za suvislo u¢enje udenici bi trebali postu-
pno upoznavati i istraZivati geometrijski sadriaj u fazama koje odgova-
raju van Hieleovim Razinama. Ozbiljan nedostatak van Hieleove teorije,
ipak je nedostatak eksplicitne razlike izmedu razicitih mogucih funkcija
dokaza. Na primjer, razvoj deduktivnog razmisljanja pojavljuje se prvo u
kontekstu sistematizacije na Razini 3 (Redoslijed). De Villiersovo (1991)
i Mudaly & de Villiersovo (2000) empirijsko istrazivanje je izgleda poka-
zalo, kako funkcije dokaza poput objasnjenja, otkrica i provjere mogu biti
znalajne za ulenike izvan konteksta sistematizacije, drugim rijeCima, u
van Hieleovim Razinama i to ispod Razine 3, a pruZeni argumenti su intu-
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itivne ili vizualne prirode; npr. uporaba simetrije ili presjeka. Iz iskustva,
ukoliko se otese s uvodenjem dokaza na Razinama 112, to je uvodenje
dokaza, kao znacajne aktivnosti, kasnije jod i teze.

U nastavku su Cetiri primjera aktivnosti podijeljena ne samo prema
odgovarajucim van Hieleovim Razinama, nego ukljucujuéi i razlike medu
nekim razli¢itim funkcijama dokaza na tim razinama.

Aktivnost 1: IstraZivanje svojstava zmaja’

U ovoj aktivnosti ulenici koriste Sketchpad kako bi prve konstruirali
.zmaja” koriste¢i zrcaljenje i istraZili njegova svojstva (npr, kutove, strani-
ce, dijagonale, opisana kruZnica). Povla¢enjem, udenici takoder istrazuju
specijalne slucajeve (rombove, kvadrate). '

« uklju¢uje van Hieleovu Razinu 1 (vizualizaciju) i van Hieleovu Razinu

2 (analiziranje i formuliranje svojstava)

. osigurana je prilika za klasno zakljudivanje o likovima koji se dobiju
povlatenjem: rombovi i kvadrati

« svojstva .zmaja’ su objasnjend (dokazana) u terminima reflektirajuce
simetrije

x

ANV
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Konstruiraj:
1. Nacrtaj duzinu kroz dvije tocke i jos jednu tocku koja joj ne pripada.
2. Zrcali ne pripadajucu to¢ku u odnosu na duZzinu.

3. Spoji odgovarajuce tocke kako bi tvorile cetverokut, kao §to je prikaza-
no gore.

Istrazi:

1. Napravi pretpostavke u odnosu na sjedeca svojstva gornjih likova:
(a) stranica
(b) kutova
{c) dijagonala
(d) upisane ili opisane kruznice
2. Mogu li gornji likovi nekada biti paralelogram, pravokutnik, romb ili
kvadrat?

3. Logicki objasnite vaie pretpostavke iz Pitanja 1 u pogledu simetrije.

Aktivnost 2: Konstrukcija polovista stranica zmaja”
Utenici konstruiraju poloviita stranica dinami¢nog .zmaja” i istraZuju
kakve likove tvore (vodedi se do pretpostavke da je pravokutnik).
« Poloviita koja tvore pravokutnik su objasnjena u smislu okomitosti di-
jagonala, otkrivajuci kako ovo moze biti istinito za bilo koji cetverokut
s okomitim dijagonalama.
Konstruiraj i spoji poloviita stranica .zmaja
1. IstraZi vrstu Zetverokuta koji tvore polo-
vi§ta njihovih stranica.
2. LogiZki objasni svoju pretpostavku.
3. Iz pitanja 2, moZes li naci/konstruirati
jo3 neki op¢i tip Cetverokuta koji ¢e imati
ista svojstva polovista?
(Rezultat se odnosi na bilo koji Cetverokut
s okomitim dijagonalama).
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Aktivnost 3: Opisivanje (definiranje) .zmaja”

Utenici odabiru razlidite podskupove svojstava «zmaja’ kao mogudi
opis (definiranje), i prvo provjeravaju jesu li im ona neophodna i dovoljna
koristei ih u konstrukciji sa Sketchpadom, i nakon toga logickim zaklju-
givanjem (dokazom).

« uldju¢uje van Hieleovu Razinu 3 (lokalno odredivanje redoslijeda)

« eksplicitnu funkeiju dokaza ovdje u sistematizaciji (to je deduktivno
organiziranje svojstava .zmaja’) _

« ukljutuje matematicke procese deskriptivnog definiranja

«Zmaj” ima sljedeca svojstva:

(Najmanje) jedan pravac simetrije kroz par nasuprotnih kutova.
Okomite dijagonale (s najmanje jednim raspolavljanjem).
{Najmanje) jednim parom jednakih nasuprotnih kutova.

Dva (vidljiva) para jednakih susjednih stranica.

(Najmanje) jednu dijagonalu koja raspolavija nasuprotne kutove.

- o h TR

Upisanu kruZnicu.

1. Kako biste telefonski opisali $to je .zmaj” nekome tko se jo$ nije s njime
upoznao? (Pokusajte izreci §to je moguce kradi opis, ali osigurajte sugo-
vorniku minimum informacija za toénu konstrukciju éetverokuta).

2. Pokusajte formulirati dva rezervna opisa. Koji vam se najvise svida?
Zadto?

Rezultati studija Govender & de Villiers (2002), de Villiers (1998, 2004)
i Sdenz-Ludlow & Athanasopoulou (2007) ukazuju na pobolj$anja i pozi-
tivne rezultate u uéenickom razumijevanju prirode definicija, kao i njihovu
moguénost definiranja geometrijskih pojmova kao §to su etverokuti.

Aktivnost 4: Generaliziranje (uopéavanje) ili specijaliziranje «zmaja”

Utenici uopcavaju izostavljajuéi neke od svojstava i specijaliziraju
dodajudi vise svojstava. Svojstva novodefiniranih objekata i nakon toga
istra¥enih konstruiranjem pomocu Sketchpada ifili deduktivnim zaklju-
givanjem:
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« uklju¢uju van Hieleovu Razinu 4 (globalno odredivanje redoslijeda)

+ ukljutuje matematicke procese konstruktivnog definiranja

1. Generaliziranje pojma .zmaja” na razli¢ite nadine izostavljajuci, mije-
njajuéi ili generalizirajudi neka njegova svojstva.

(Jedna od mogucnosti je generalizirati prema 2n-poligonu; npr. kao poli-
gon s najmanje jednom osi simetrije kroz par nasuprotnih kutova. Druge
su mogucnosti generalizirati kao cetverokut s najmanje jednim parom
jednakih susjednih stranica ili kao s dijagonalom koju druga raspolavija
ili kao opisan oko kruznice - upisani cetverokut.)

2. Specijaliziranje pojma .zmaja” na razli¢ite naline dodavanjem vise
svojstava. (Mogucnost razmatranja: «zmaj” upisan u kruZnicu, «zmaj” s
najmanje tri jednaka kuta ili kao .zmaj” s drugom osi simetrije kroz par
nasuprotnih kutova - romb.)

Gore kratko opisane aktivnosti imaju namjeru prikazati kako bi se uce-
nici mogli uklju¢iti u dokazivanje na razinama niZima od Razine 3. Pri-
mjeri razvijenijih dokaza i definiranja aktivnosti dostupni su u de Villiers
(2003 & 2009).

Van Hieleove razine u drugim podrucjima

Svrha ovog dijela je dati nekoliko primjera primjene op¢ih razina raz-
misljanja van Hieleovih na druga podrutja matematike.

Jednako van Hieleovim modelima za geometriju (van Hiele, 1973),
sliedece pretpostavljene razine razmisljanja za Booleovu algebru su na-
stale iz eksperimentalnog tetaja Booleove algebre koja je razvijena u raz-
doblju 1978 -1985 (de Villiers, 1986).

Razina 1 (Interpretacija i prikaz komutacijskih krugova)

Uienici su sposobni spojiti prekidace u serijske ili paralelne krugo-
ve prema dijagramskim prikazima, i obrnato. Ali oni jo§ nisu sposobni
prepoznati niti oznaciti ijedno od svojstava komutacijskog kruga poput
distributivnog svojstva, de Morganovih zakona, zakona apsorpcije, itd.
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Razina 2 (Analiza svojstava)

Utenici sada podinju analizirati i postali su svjesni razlicitih struktu-
ralnih svojstava komutacijskih krugova, i u moguénosti su izraziti ih ri-
jetima ili oznaditi ih. Oni su u moguénosti primijeniti ta svojstva u rjesa-
vanju prakti¢nih svojstava kao 5to su pojednostavnjivanje komutacijskih
krugova ili dizajniranju novib. Ipak, na ovoj razini jo§ uvijek nisu sposob-
ni uvidjeti logitke odnose (implikacije) medu razlicitim svojstvima. Zna-
Zenje dokaza jedno je od opravdanja, npr. provjera valjanosti «ne-ocitih”
svojstava poput f + f-g=f+g putem eksperimentalne provjere ili
uzimanjem u obzir svih mogu¢nosti kroz ispunjavanje tablice istinitosti,

Razina 3 (Logicke posljedice: dedukcifa)

Sada ucenici postaju svjesni logickih odnosa izmedu razlic¢itih svoj-
stava zamjene; drugim rije¢ima, odredena svojstva mogu biti izvedena iz
drugih. Moguénost izrade deduktivnih dokaza, aksiomizacija i sistema-
tizacija i razvijanje shvacanja vaznosti aksioma, karakterizira ovu razinu.
Dokaz sada podrazumijeva novo znacenje, imenujmo to sistematizacijom
matematic¢kih tvrdnji u logicki sustav.

Kroz istraZivanje razvoja ulenickog jezika za opisivanje funkcija 1
kroz povijest opisivanja gibanja i razvoj kalkulusa, Isoda (1996) je predlo-
%io sljedece razine razmidljanja u jeziku o funkcijama’.

Razina 1 (Razina svakodnevnog jezika)

Utenici opisuju odnose u pojavama koristeci nerazumljiv svakodnevni
jezik. Oni mogu diskutirati o promjenama u brojevima koristeci izracune,
ali se obi¢no njihovi opisi fokusiraju na fizicki ocite varijable, zavisne va-
rijable. Cak i ako su svjesni kovarijacije, tesko im je to prikladno objasni-
ti koriste¢i dvije varijable, jer su njihovi opisi odnosa nerazumljivi, zbog
uporabe svakodnevnog jezika. Tako im je tesko pravilno usporedivati za-
jedno razlicite pojave.

Razina 2 (Razina aritmetike)

Utenici opisuju pravila odnosa koristeci tablice. Tablice izraduju i
istra?uju pomocu aritmetike. Njihovi opisi odnosa u pojavama su tocni-

ji uporabom tablica nego samo opisivanjem svakodnevnim jezikom na-
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Razini 1. Uéenici imaju opée pojmove o nekim pravilima odnosa, npr,
proporcijama. Ugenici mogu usporedivati razli¢ite pojave koristeci takva
pravila. Oni mogu opisati pravila odnosa kao kovarijaciju a kada Citaju ta-
blice, njihova interpretacija kovarijacije varijabli je u najmanju ruku jaka
kao njihova korespodentna interpretacija. Ucenici mogu takoder koristiti
formule i grafove za predstavljanje pravila i odnosa, ali im nije lako pre-
voditi izmedu zapisa.

Razina 3 (Razina algebre i geometrije)

Ukenici opisuju funkcije koriste¢i jednadzbe i grafove. Za istraZivanje
funkcija, prevode izmedu tabli¢nog zapisa, jednadzbi i grafova i koriste
algebru i geometriju. Na ovoj razini, njihovo zapisivanje funkcija, koje vec
dobro razumiju, ukljuluje predstavljanje razlicitog zapisivanja koje je vec
uklju¢eno u njihovu mentalnu sliku. Na primjer, lako mogu pronaci jed-
nadzbu koja nastaje iz grafa, i obrnuto.

Razina 4 (Razina kalkulusa/racuna)

Ulenici opisuju i istrafuju ponasanje funkcija Koristeéi kalkulus. U
kalkulusu, funkcije su opisane u smislu deriviranih ili primitivnik funkci-
ja. Na primjer, kako bismo opisali svojstva funkcije, mi koristimo njezinu
deriviranu funkciju (derivaciju), $to je ve¢ nauceno. Teorija kalkulusa je
generalizirana teorija ovakvog tipa opisivanja.

Razina 5 (Razina analize)

Za primjer jezika za opisivanje jest funkcionalna analiza, koja je meta-
teorija kalkulusa. Potvrda za ovu razinu utemeljena je povijesnim razvo-
jem i nije jo$ istrazena.

Sljedece van Hieleove razine razumijevanja sa zami$ljene za trigono-
metriju s moje strane i strane studenta magisterija Jana Jugmohana, pu-

tem analogije s geometrijske razine, a kako bi sluZile kao moguci pravac
ucenja. ‘

Razina 1 (Vizualizacija)

Utenik je u moguénosti prepoznati pravokutni trokut razli¢itih orijen-
tacija i razlikovati izmedu raznostrani¢nih i jednakokra¢nih pravokutnih
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trokuta i identificirati pravokutni trokut na kruZnici. Prikazana je moguc-
nost ispravnog prepoznavanja nasuprotnih, susjednih, pravokutnih stra-
nica razli¢itih orijentacija, kao i hipotenuze pravokutnog trokuta.

Razina 2 (Analiza)

Utenik sada shvaéa kako u pravokutnom trokutu, za zadani kut, omje-
ri izmedu bilo koje dvije stranice ostaju isti, neovisno o veli¢ini trokuta
(§to je pojam sli¢nosti). Obrnuto, razumijevajuéi inverznu funkciju razvi-

- . 1 . e e
jaju, npr. sinx = > .. x =? Uenici su sada sposobni poleti rjesavati prak-

titne i teorijske probleme pravokutnih trokuta koristeéi trigonometrijske
omjere.

Razina 3 (Primitivna defiincija)

Ranije spomenuta otkri¢a sada postaju formalizirana kao definicije u
smislu omjera stranica u pravokutnom trokutu. Utenici razvijaju shvaca-
nje o rastucoj i padajucoj prirodi trigonometrijskih funkcija za kutove do
180°, kao i za pridruZene inverzne funkcije.

Razina 4 (Definicija na jedini¢noj trigonometrijskoj kruZnici)

Razumijevajudi sazeto definiranje trigonometrije, kao funkcije u do-
meni realnih brojeva razvija se u smislu jedini¢ne kruZnice. Definicija na
jediniénoj trigonometrijskoj kruznici definira trigonometrijske funkcije u
smistu koordinata x i y, i u sustini postaje neovisna o pravokutnom troku-
tu. Uenici razvijaju razumijevanje za periodicénost i graficko predstavijanje
trigonometrijskih funkcija, kao i trigonometrijske identitete kao sposob-
nost njihovog dokazivanja.

Razina 5 (Sferna trigonometrija, itd.)

Napredovanje se moze prosiriti dalje na sfernu trigonometriju i moze
se prosiriti i na druge plohe, hiperbolicke funkcije, npr. sinh, cosh, kaoina
analititku obradu trigonometrijskih funkcija kao transcedentnih funkci-
ja, itd. Ovo moze ukljuciti definicije trigonometrijskih funkcija kao razli-
¢itih beskonaénih redova, kao i do primjene Fourierovih i drugih redova
narazli¢ite dijelove matematike i fizike.
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Land (1990) je razmatrao primjenu van Hieleove teorije na poucavanje
eksponencijalnih i logaritamskih funkcija, i Nixon (2002) analogno za-
misljene razine na poucavanje i razumijevanje nizova i redova. Iz analize
povijesnog razvoja apstrakine algebre Nixon je zamislio sljedee moguce
spiralne putanje za ucenja apstraktne algebre:

Razina 1 (Percepcija)

Fokus je na ucenju razli¢itih metoda za rjeSavanje odredenih tipova
jednadzbi, npr. linearnih, kvadratnih i kubnih polinoma pomocu uspore-
divanja algoritama, faktorizacije, nadopunjavanje do kvadrata, itd.

Razina 2 (Pojmovno)

Ovdje je odmak od analiziranja metoda individualnih rjeSenja prema
shvacanju odnosa ili transformacije medu njima. Na primjer, shvacajudi
kako sve metode rjeSavanja, ukljutuju algebarsko reduciranje originalne
jednadzbe i-shvacajuéi da na razli¢ite nac¢ine mogu biti permutirane, na
0voj su razini ucenicima pristupaéni kompleksna algebra, osnovni poucak
algebre i Gaussov rad na kompoziciji oblika.

Razina 3 (Apstrakino)

Na ovoj razini, pojam grupe se moZe predstaviti kao nacin razumije-
vanja i organiziranja simetri¢nih polinoma, i razlikovanje na koji na¢in
su polinomske jednadZbe rjesive algebarski. Prsteni i polja se sada mogu
uvesti kao daljnji dodatak u nacinima istraZivanja i usporedivanja razlici-
tih algebarskih struktura.
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