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DEMOSTRACION EN MATEMATICAS!

Michael de Villiers
Reseqrch Unit on Mathematics Education,
Universidad de Stellenbosch, Stellenbosch 7600, Africa del Sur
Traducido por Jost Manria ALVAREZ FALCON

RESUMEN. Tradicionciments, ia funclon de o demastracidon se ha
fratado casi exclusivamente en términos de verificacion de enun-
clados matemdticos. Este arficulo critica duramente esfa pasicion
Rpor ser compietamente parcial y. en su lugar, proporne un mo-
delo que distingue entre cinco funcicnes ge la demaostracion en
matemdticas. El andlisis se efectla en base a consideracionss
episfernologicas y a festimonios parsonales de motemdtico: =n
activo. Slendo la verificacion sélo una de las cinco runcionss, s
la muestra an situacionss donde es, con mucho, de menor im-
porfancia que algunao de las restantes. Finalmente, se argumen-
ta que g pfc—:-senracidn sfgn.‘ﬁccrﬂva cla ko dermaostracion en o edu-
cacion matemdtica pueds ser muy dependiante ds o negocia-
clon apropicda de estas funcliones con los alumnos.

.

ABSTRACT. Traditicnaily the function of proof has been seen affnost
axclusively in terms of the verlfication of the corectness of
mathematicol statements. This paper strongly criticizes this view as
one-sided, and instead proposes o moedel which disfinguishes
bLatwoen five different functions of proof in mathematics. This
analysis is based on epistamological considerations. as well as the
pearsonal festimonies of pracfising rnathematicians. Verification
being enly one of the five funclions. is then shown i sorne
situations to be of far less imporfance than some of the other
functions, Finally, it is argued that the meaningful presentfalion of
proof af school may be highly dependent on the appropiate
negotiation of these funciions to pupils.

1. Este arficuio es und versidn adapiada de la documen lacion presentada on e Nafonal Subject
Didactas Sympasium, 26-28 da septiembre de 1990, Universidad ce Slellenbosch y en g Aok
Confaerence, 25-2% de septlemere de 1990, Durban: bajo el fituic: Proof In the matematics

curflculum.
MR Atticulo oparecido en Pythagaoras, 24 Nov. 1990, Traducldo v publicade con ta correspondiente

autorizagidn,
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1. INTRODUCCION

Los problamas que tignen 105 clurmnes para percibir 1o pecesidad de una
demastracion son bien conocidos por todos 168 profesores da secundcarnia v se
idenfifican, sin excepcidn, en toda la investigacién educativa corma proble-
ric prioritans &n sU ensenanza, (QWIEN no ha experimentado la frustracion
que conleva esfa pragunta de un alumino: «,Faor Qué tenermos que demos-
traro?s, Lg siguiente conclusidn de Gonobolin (1954:61) ejlempiifica el pro-
Zlammes:

w05 Glumnos,., no... reconocen o necesidod da una demostracion
lbdgica e los problemas geometricos, especialments cuando estas de-
mostracionas son visuaimentas obvigs o puaden efeciuarse empirica-
menteas.

De aouerdo con Afanasiowa en Freudsnthal (1958:29), los problemas gue
o8 dlumnos fignen con s demosiracicnss no pusden sar solamente Qtribu-
dos o un lento desarrollo cognitive (por ). incopacidad de razonamianto
lagles), sine g la incapacidad de ver la funcidn (significado, propdsifo y uti-
lidad) (sicy de la demostracion, De hecho, varios estugios recientes —en opo-
sicién o Piaget- han demastrado que nines muy pequenes soh ampllamente
capaces de efectuar un razonamiento légico en situaciones gque sean recles
y significativas para ellos (Wason & Johnson-Laird, 1972 Wallington, 1974:
rHewson, 1977; Donaldsan, 1979). Mas adn, los intentos, por parte de los inves-
figodoras, para la ensefanza de la Logica no muestran signiticantes diferen-
aios estadisticos entre los resultados académicos de fas alurnnos v sus Cpore-
cicciones de la demostracion (Dear, 19469; Waiter, 1972; Mualler, 1975). Meas
gue cualguier ofra cosd, Darece &r gue 1o carta o jugar es la negociacian
con los alumnos, de Igs varadas funciones que la demestracion tieneg,

La cuestidn, de todas formas, &8 « cudies sor realmeantea ias funciones de
I demostracion fdentro de las propias matemdiicas) que pueden ser Ltiliza-
das en el aula para hacer de &l ung actividad mds significativa?s. Bt pro-
pasito de este articulo es proporcionar un meato-andliss de algunaos impartan-
fas funcionss de la demaostracion v discutir brevemente algunas implicacio-
nas en su @nsehanzd.

2. LAS FUNCIONES DE LA DEMOSTRACION EN MATEMATICAS

Tradicionalmente, la funcion ae la demosfracién ha sido consicierada cosl
exclusivaomente on térmings de vadficacion (conviccion o justificacion) de lo
correcto de una proposicién matemdtica. La idaa es que ld demostracion se
utilza pringlpalments para eliming: a8 dudaos personales v/o la de 108 escén-
ticos: und idea que ha monopolizado o practica de la ensgnanza vy la ma-
yor parte de lgs discusioneas € investigocionas sobre su docencld, Por sjem-
pio, de acuerdo con Wider (1944:318), una demostracion &s:

WSSO Un proceso de prueba Gue aplicamos a 2sas sugerencios de
muastras infuicionass, (negrita aradida).

lnvc'r:m;;ut‘_'lv;uﬁ
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wwna demostracion es sdlo significativa cuando rasponds o las du-
das de jos alumnas, cuando prueba o que no es obvios, (negrifd ana-
dida). Kling (1973:151),

«. o necasidad, ia funcionalidad de la demaostacion selo sale g la
superficie en situaciones en las que los alumnos encuentran incartidum-
bre sobra ka verdad de proposiciones matematicass. {negrita afadida),
Alibart (1983:31).

suNG dermostracion as un razonamisnio necesario porg dar validez
a una afirmacian, uno argumentacion gque pusdes Qsurnir formess dife-
rentes, mientras sea convincentes. (negrita afadida). Hanna (1989:20).

Recientermante, en un arficulo en Pythageras. Valmink (1990:3:10) distinguia
& convicaian (verficacion) coma la funclén mas importante de 1o dermostra-
cion definiéndala asi:

w4, POr QUE NOS eMEPERKMos &n demaostror teorarnas? Aflrmo gue la
raspussta es: parg convencer d la gente {ncluida nosotras mismosh..
podemocs considerar la dernostracion como un argurnento suficients
para convencer a alguien razonablamente ascépticos,

Aungue muches aufores (Van Darmclen, 1077, Van Hiele, 1973 y
Freudenthai, 1973, y ofros) han argliido que la propia necesidad de rigor
deductivo ptede sufidr cambios vy hacerse mas complicada en el future, esta
posicion es también planteada desde el punto de vista de que o funcion de
la demastracion as principalmentes 4 de verlflcacion, por gjemplo:

wpara prosperar en of rigor, el primer pase es dudar del rigor en =
que unc cree an el prasente. sin estg duda no se permifiic @ nadie mas
o prescripclon de nueves ¥ personaies criterios de rigor. (negita ana-
dicq). Freudenthal (1973:181).

Muchos autores han propuesta famién estadios aspacificos en el dasa-
rrollo dei rigor. por ejernplo, Tail (1989:30), propone fres esfadios pard 1 &la-
boracién de un razonamiento convincants: &l convencimianto propio, &l
convencimients de un amige v &l convencimiento dg un enemigc. AUNQUE
astas distincionas son extremadarments Ofiles, caen claramente dentfro de Qs
categorias anteriormeants expuestas,

Es mas gue und sospecha el que la mayoria de ios profesores ds mete-

h méaticas en Secundaria manfienen cosi exclusivamente esta Vision formalisfc
de verficacion/conviceion sobre la funcian de la demostracion en matemd-
ticas, De hacho, en una encuesta realizada durante 1984 en 11 Unlversida-
des de Sudéfrica. reparfidas por foda ol pals, 38 encontrd que mdas de |a
mitad de los glumnos HED. fpostgraduados) en educacion matematica &s-
+aban de acusrdo en gue la dpica funcidn de und clemostracidn arg «gse-
gurarses, esto e, 1a verificacion de o veracidad de jos resultacos (De Villiers.
1987.38). .

De todas formas, como sefala Ball (1970:24) asta visién de ta verficacion/
conviccian come pringipal funcidn de I demostracion, «obvig lo considerd-
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cion de la naturaleza raecl de la darmosfracions, pues ta conviceidn en mata-
méticas se obflens 4 menudo «por medios diferentes de fos que resuftan de
una demostracion iogican, Por gjernplo, los motematicos dedicados o je1 in-
vestigacion esoudrinan minuciosaments 10s demoshracionas publicadas, pafo
estan bastants influgnciados par la autoridad del autor, 14 comprobacion en
casos espacificos y und avalugeion informal, miantros «fos métados v e resl-
tado encajen, parezcan razonabies.. » (Davids & Hersch, 1986:47), Por tanto,
as al contexta de o actual practica investigaoora quien reclarna un andiisis
mis complefo del papel v los funciones de la demeostracion. 3in pretender
complefitud i unicidad, el qufor vy sus colgboradoras han encontrado JTl en
cus investigacionses de aros anterdores &l siguienfe modelo pard lgs funciones
dela demaostracian, Cormo 2 hard notar, &8 un pagueno desarrollo del mo-
delo de Bell (1976), que orginalmenta distingue entrg 103 funclones cle verifi-
cacién, juminacion v gistematizacion. El modelo s pressntd ahorg {sin orden
gspecifico de imporancia) y §e discute posteriormente:

- Veriflcacion (concarniente a lg verdad de und alirmacion).

- Explicacion (profundizando en por qué as verdad).

- Sr’stemoﬂzc}cicin (la orgdnizocién de varios resultados dentro de un
sisterng de axiomas, conceptos fundamentfalas vy ferenas).

_  Descubrimianto (e dascubrimignto & invencion de nuavos resultados).

_  Comunicacion {a trernsrmsion ded conacimianto matemdatico).

2.1. La Demostracion como medio de veriticdcién/conviccién

Con muy pocas excepcionas, 108 profesores de mafemdaticas parecen
credar gque und dermostracion proporsiond certera absoluta y que s, por tan-
to, la quteridad absoluta parg establecer | validez de und conjefurg. Pare-
cen mantaner g vision naif descrita en Davis & Harsch (1986:65) que consiste
an oreer que detras de cada Tecremd existe ung secuencia de transforma-
ciones ibgicas due van dasde 10 hipotess o las conclusiones, apsoltamente
comprensiples e irefutablements gerantes de la verdad, De todas formds,
asla visidon s completarnenta folen, La dernesfracion no &3 necasariamants
un prereguisito para I convicaion, al confrario, la conviscian s probable-
mente un prareguisito pastante mas frecuente pard G pusquedda de la de-
mastracién. (LPor qué dbsfrusas y obscuros razones ihames A perder Mases,
arios incluso, pard demostrar ciertas conrjeturas, sino astamos yd convencidos
de antemano de su veracigad?).

£1 bign conocido George Polya (1954:83-34) escribe acerca de =510

w,. . Una vez verficado af teerama 8n Vvarios COsos particulgres, con-
seguimos reund suficiente evidencia inductiva. Esfa fuse inductiva sooré-
s nuastra sospechd inicial y nos dio ung iuerto confionza sn &l fed
rarma. Sin fol confianzd, Adificiiments podriamos encontrar e valor neca-
saio para flevar d cabo ia damastracion, que ne 83 i con mucho, un
trabaje rehinario. Cuando Uno s convence de Gue a! teorema g8 ver:
dadera, s& pueds empezar 4 darmostrarior. (negrifd afadiaal.

8 |rvesstigeacicn
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En situgcionas come la anferior, donde |d convigoidn proporciona ia mo:
Tvagion para encontrar una demaoskracion, la funcién de ésta no puede ser,
es claro, ia de verficacion/convicsion, sing que debe buscarse en ofros tér
minos (véase mas adelantea),

La certeza absoluta fampoce existe en la investigacion matematica, v g
conviccién personal depende hakifualmente de una combinacion de nfui-
cidn, verflcaclon cuasi-ermpirica v la existencia de unda demaostracién |ogica
{no necesariomente rigurosa). De hecho, se puede llegar g veces a un alto
nivel de conviccion ncluso sin la existencia de una demostracion, Por sfem-
plo, en su discusion de 1o vavidencicr heursticos que apoya [os aun no demaos-
tfrados tecremas de pares de ndmeros primos gemelas v o famosa Hipdtesis
der Rlermanné, Davis & Mersch (1983:3469) concluyen que o evidencia a5 «fan
fuerfe gue conduce G g convicaidn inchuse sin demosfracian igurasam.

El hecho d= gue la corviccion en mafemdaficas no se consigue sdlo con
una dernostracion fambién surge sorprendenternaente de la observocion de
un anfigue edifor de Mathematical Reviews aproximadaomente la mitad de
oz demostraciones alli publicadas astaban incomplafas o contenian erroras,
aungue los teoremas gue prefendion demeostrar eran esencicimentfe verda-
deros (Hanna, 1983:71). Parece, por tanto, que 1 razonabiidod de (03 resul-
tetdos disfrutan a menudo de pricrdad frente g o existencio de ung dernos-
tracion completamente rgurosa, Mas oln, es comanmente aceptado antre
Ios materndticos actuales el hecho de que no hay 1ol cosa que pueda lla-
marse una demostracion rigurosamente completa (Hannag, 1983& 19390 Kline,
19282), En primer lugar, e3td el proklema de aue no existen estdndares abso-
Iutas para la evaluacidn de la cotrreccidn Boica de unda demostracién ni para
su geeptacién por la comunidad matemdatica en su fotalidad. En segundo
lugar. como senalan Davis & Hersch (1984:463, los matematicos sdlo publican
dquellas parfes de su razonamiento que consideran imgortanies para conse-
guir convencer, dejando a un laodo todos los cdleulos rutinaries y manipula-
ciones adlgebrdicas que puedan ser efectuados por el lector. Por lo tanta, «uno
demostracién completar de acuerdo con elios, «sdlo significa demaostrar con
af detaille suficlente como para convencer g ung defermingda gqudisndion
(Davis & Hersch, 1984:73).

Ademas, los intentos de consfruir demosfraciones rigurosamente comple-
tas dan lugar a desarrollos tan larges v complicados que una revision
evaluadora s& hace imposible v la probablidad de errcres crece al mismo
tismpo muy rapidamente, Por efemplo Manin (1981:105) estima que las de-
rmostracionss «rigurasass de 1as conjeturas de Burnside consistiian cada ung
en auinientas pdginas aproximadarments, y unda demastracion «wompletar de
la conjetura de Ramanujan requerria alredador de dos mil pdginas. incluso
el bien conocido. aungue relativameante simple teorerma de PitGgoras llena-
fic ol menos ochenta paginas, de acuerdo con Renz (1981:85),

Los #imitativos tearemas de Godel, Tarskl y otras, de comisnzos de siglo, ham
pussto de manifiesto o inadecuado de una demestracion deductiva. Lakatos
(1974, 1978) ha argumentado, o partir del andlists epistemolégico de algunos
sjemplos de la historia de las matermdticas, gus [a demestracion s por

2. Aunque Hidsya Matsurmolo propuss en 1984 una demaosfracion de o Ripdtass de Riemann, no
ha sido aln estudioda ni oceptada por 1 comunidad matamdatica on U conjunta. (Deviin,

1985},
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naturaleza «falibler, vy gue no proporeiona garantia alguna de consecucian
de cerfeza. Por ejemplo:

«Ma habido esfuerzos considerables, con exite Rarcial, para sirnpiifi-
car los Principia de Russell y parecicos sisternds loglcos. Pero, aon euan-
do los resultados han sido matemdticomente Interesonfas e Imporfan-
tes. no han peodido volver o disfrutar de su perdida posicion filosdfica,
Los Grandes Logigues no han podido demaostrar la vergcidad ni siquie-
ra la consistencia. sélo pueden demaostrar o falsedod ~o incluso ig
nConsistencio—», |.akatos (1978:31),

Cuando investigan |a validez de una conjeturg desconocidg. i0s matermd-
ficas no buscan (o no deberian) sdlc la demostracian, sino que infentan cons-
fruir confrasjemplos al mismo flempo, mediante prusbes cucslempiricas, yo
que estas pruebds pueden sacar a la uz contradicaiones oculfas, erores, o
supuestos no explicitos. (Por &)., véase la carta of Directar —-Pythagoras 24. Nov.,
1990- vUn confrasiemplo del teorema de Kendals). Asi, los contrasjemplos
proporcionan lo necesidad de reconsigerar anfiguas demaostraciones v de
construir ofras nueavas, En realidad Iz mayoria de los matemdaticos aciuaies
estdn un pogo demasicdo reticentes en o Qque respecta a la dernostracian
deductiva, no sdlo por la ingente cantidad de ejempios de demostraciones
fakas e Incompletas a o largo de la histerig, sine tambien Por su experiencla
persongal,

Consecuentements, la cetteza personal también depende de la continua
ausencia de confraejemplos de cara g ia evaluacion cuasi-empirica. En Ig
consecucidn del convencimlento, el proceso cugsi-empinco de falsacion fa-
lida juega. por tarta, un popel fan importante como el de la justificocion
(deductiva).

Desde luege, a la vista de ias bien conocidas limitaciones de I infuicion
Yy da los métodos cuasi-empiricos, las consideraciones anterlores no puaden,
de ninguna manera, quitar Impartancia g g demestracion como método
aextremnadoments Ofil de verificacion, especialments en ef caso de resultados
sorprendentemente no intuifives o dudosos. Mdés bien se hg Intentado situar
la demostracién en una perspectiva mdas adecuada, en vez de la presante
idolatria distorsionada haeia o dernostracisn come el Unico {y absoluio)
medio de vetificacian/convicoion.

2.2 La demaostracién como medio de explicacion

Aungue es posible aicanzar un aife grado de confianza en g vaiidacldn
de una conjeturg por verdficacion cugsi-empirica (por &), construccidn v rme-
dicda muy precisas de un modelo; subshtucion numerica, aetey, esto no pro-
porciona generalmente una explicacion satistactoria de por qué puede ser

3. £l autor ha tenido dos expenioncias recientes donda la comprobacién cuas-empirica de
leoremas que previgmente habia demostrado, necesitaba, ©n su CQEQ, UNG Cidiificagion de
clertos terminos indefinidos (Co Villiars, 1989a) v &n =l ofre, ung reformulacion radical de g
propia sonjeturg (De Villiers, en prensa ad.

InvesTigaeicn
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clertet, Simplemente confirna que s verdad. incluso cuando 12 considerc-
cian de mas y mds sjemplos puade aumentar 1a confianza, no da el sentido,
psicoloégicamants satisfacionio, de iluminacion. esto es: una vision desde den-
fro o meterse dentro en &l cdme surge como consecuencia de otros resulfa-
dos ya familiares. Por ejemplo. a pasar de g convincente evidencia heuristica
da o ya mencionada Hipdtesis de Riemann, 36 puede tenar oun una ardien-
te necesidad de expllcacion, como declaran Davis & Herssh (1983:368)

«Es5 interesante preguntar, sn urt Confexto como ste, Dor que senti- m

mos aun log necesidad de una demostracion.., Parece claro que g
neceasitarmes porque... § algo es clerto y no podemos deducinc ds @ste
forma. es un sgno de fafta de entendimiento por nuastra parte, En ofras
paichras, cresmes que una demaostracion debera ser und manera de
entender por qué i conjeturg de Riemann es clerta, Io que &8 aigo mas
que saber simplarmenta, por razonamientos heuristicos, quea es clerfas,

Recientements, Gale (1990:4) también destacd claraments. en referencia
o los descubrimisntos experimentales de Feigenbaum en geomeatria de
fractales, que la funcldn de las aventuales demostraciones era o de explice-
cién, en absohuto la de varficacian:

«Landford vy ofros matemdticos ne infentaban dar validez o los re-
sulfados de Felgenbaurn; no mds que. digamos, Newfon intentabea dar
validez o los descubrirmiantos de Kepler sobre las drbitas planetarias. En
ningiin caso ha estado en cuestion la volldez de estos resuffados. Lo
que faltaba era la explicacion. ;por qué eran elipficas ias orbitas? ;Por
qué satisfacian esas particulares relaciones?... hay un mundo de dife-
rencia entre validar v explicars, (negrita anadica).

Al an la mayoria do los casos en los Gue 108 rasuifados son infuifivamen-
ta avidentes por & mismos, y/o estan apoyadas por avidencia cudsi-empirica
canvincents, la funcién de la demestracion no es, ciertameante, la de verifi-
cacidn. sno mas bien la de explicacion®, No es cusstidon de «asegurarses, sino
de «explicar porgués, Desde luego, no todas las demaostracionas son igualmean-
te explicativas, asi que os posible distinguir entre demaostracionas que «verf-
cone y demostracionss gue colarificanss. Steiner (1978:143), citado por Mann
(1989a:48), caracterza una dermostracion explicativa como sigue:

4. Debeia menclionarse, &n 1o Cuss, GUE @ VeSS un r0Zonamicnio heuristico (por ¢, & uso de
- razonorTicnts analdgico parala owtrapolocidn a mds dimensionas da rolaciones 2n dos dTersionas),
pLade racimente proporgionar suficients axplicaion por sl rmismo. Fl propdsito do una demiostracian
deauctiva suands las necesidades de verificasidny explicacon se nan satistecno a priord, sena
erlonges, y mas que sl g sisternotizeeion. esto o, la inclugidén del resuitado en un sisterma
decuclive, mds que arrajar luz sobe &l (ver ndrrafa 2.3, &l proparcionar ung visian profunda de
DOF QU es clarto (o verilicar ques ol ciertal.
En Do Viliars (1989k) e da un ejemplo facilments accssible de geometria @n secunaarna.
Apnca @ GUtor 58 QUIGEONVENCIS par rmetddos oumsi-ampinicos antes da Duscar und expileascion
deductiva.
&, Hay algunas gjemplas @n Hanna (198%a) v De Vilisrs { 1990, Tambidn puedsn nacerss distincionss
adlcionales entre los demostraciangs Gua esisternatizons y demaosiracionss que sdascuorens (De
Villiers, 1960, Por ajormplo. o demostracién tradisional de 1 concurrencld de 1as mediafrces
ds los lados de un hmidngule utlizands congruancics en var de utilizar, mds simplemeanta.

o
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«uNg demostracion explicativa hace refarencla a una propiedad ca-
ractaistico de ung entidad o estructura mencionada en el teorema, de
manerg queg. @ partir gg la demoestrocion. se hace svidenle gue el re-
sulftado depende de la propisdad., Debe ser evidente, 250 5, gue &
substituimoes en la demostracion un objets diferaente del mismo dominio.
ol tecrema se colapsa. fodavia mas. deberamos ser capaces de ver
como varia la respuesta dal feererma cuando variamos of objetar

Mdas agn, para la mayoria de los matemdticos es probablements mas
impartante et aspecto aclarateric/explicativo de ung demastracién gue e
aspecto de verifisacion, Por gjemplo, el bien conocido Paul Halmos gfirmo
haee alglin tiempe que. aungue o demostracion asisfida por ordenador del
tecrama de Ios cuatro colores de Appel & Haken lo convencid de su verach-
dad, preferifia personaiments ung demaestracién que fambién proporcionara
un «artendimlentos (Albers 1982:230.24. También para Manin (1281:107) v Bell
(197&:24), 1o explicacion es un criterio para una «busnas demaostraciaon, afir-
rmando, raspectivamente. que as g gue nos hace mds sobloss v que «se
@spera proporciona und Visidn inferior de por qué (g proposicldn es cierfan,

2.3. la demostracién como medio de sistematizacion.

En contraste con la demostracion que muestra las relacionas 1dgleds que
subyacen enire diversas afirmacicnes. no habrd suficiente comprabacion
cuasi-emplrica ni intuicion bastante para conseguir este aspecto. Por tanto,
I demostracion es una herramienta indispensable para sistematizar varios
resulfados conocidos en un sistema deductive de axiomnas, definiciones vy teo-
rarmas. Asl, ia demostracion estd infrinsecamants involucrada an gl proceso
matematico de axiomatizacion y definician @ posterior (Krygowska, 1971:129-
130; Human, 1978:164-165) que forma la columna vertelral de o sisfernatiza-
cion, tante local coma global (Freudenthal. 1973:461-461), Algunas d& las mds
impottantas funcionas de una sistematizaciéon deductiva de resulfados cono-
cidos se dan o continuacion (De Villers, 1984):

- Ayuda @ identificar incansistencias, razonarmientos circulares y sLiposicio-
nes ocultas o no explicitas,

- Verifica y simplifica s teorias materndticas, integrando conceptos, afi-
maclones y teoremas enfre 8, Consiguiendo una presentacion econd-
mica de los resulfados.

- Proporciona una Ofl perspectiva global o a vista de pdjare de cada
terna, exponiendo su asfructurg axlomdtica subyacente. a parfir de 1a
cual pueden deducirse 1as demas propledades.

sirmetiasse debe exalusivaments & propositos sistamatizadores (pard mGskrar que 88 Gonsecusncio
de 18 congrugncias, fomadas genersimants camo axlarnas en nuestro programal. Mas adn,
mientras una demaostrocian pusds levar faciimante auna postarior generalizacion del rasultado
(e ejsmpla en parafo 2,4), otta demestrasidn (por aj. mediante geometrla andlittec) ne
necesanagrnents proporgionard una vision prafunda que CONCUIcE O NUSVoE descubrimisntos
por ganaralizacion inmediata (De Villers. 195},

Investigacin
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- Ayuda a las agplicacionas, tanlo dentro como fuerc de las malerndti-
Cas, pues avuda a comprobor g aplicobilidad de lo compleja estruc-
tura global de la teoria, medionte Ig simple evaluacién de la conve-
nigncia de sus axiomas v definiciones.

- A menudo da lugar g sisterncs deductivos alfermofivos que proporclo-
NAn nUevas parspectivas: y/o resultan ser mas econdmicos elegantes
y potentes que los ya existentas.

AUnqueé algunos elementos de verificacién fambign estan obviomente
presentes aqui. el primer objetivo no s, desde luego, scomprobar si ciertas
atfirnacionres son realmente verdaderass, sino organizar 1Ggicamente enuncia-
dos individuales no relacionados, que de onfemanc se sabe que son cieros,
dentro de un «lode coherents v unificador. Debide ¢ lo perspaeciive global
que proporciona tal simplificacion v unificacion, hay, por supuesto, un clara
glemente de luminacidén cuando la demaostracién se utiiza como medio de
ssfemnatizacion, En aste case. de todas formas, &l enfoque va dirgido a la ilu-
rminacion global, més que a ia local, Asl, es ung perspectiva completamen-
te falsa decir en ¢l aulo —al demestrar enuncicdos evidenles por si mismos,
como los exisfentes en o infroduccion o lo geometia suclidec- que UPo «we
estd qsegurandeoy, En tales casos, (o8 matematicos estén en realidad mucho
meros preccupados por su veracidad que por su sistemaotizacién dentro de
un sisterna deductive. Por gjemplo, la funcidr primordial de 1o demostracien
del fecrema de los valores infermedios parg funcionss continuas s meramen-
fe la de sistemafizacion, puss un simple dibujo, combinade con un razona-
miento Informal es suficiente tanto para su verificacion comao parg su aciara-
cibn.

Es aun mds importante dejar clare gue los necesidades de sistematizocion
parg un matemdatico pueden ser saflsfechas de manera completamente dis-
finta @ sU necesidad explicativa o verificativa. Por ejemplo, utiizondo de nue-
vo un ejemplo personal, el autor (De Villiers, en prensada)), sinfié una necesi-
dad adicional de construccidn de demostraciones. estrictamente medlante
Andlisis, para dos ofrmaciones reélacionadas con simetrias respecte @ punte
y rectd de funcionegs derivable:s con ef propdsito de sistematizar os resulfados,
aungue yo i& habla autocenvencide suficientemeanie por comprabaclén
cuds-empirica & incluso habia construide ung explicocidn geométrica satis-

foctoria,

2.4. La demostracidn como medio de descubrimienio

Quienes critican el exceso ds rigor deductivo en nivelas dacentes sostie
nen a menudo qué lo deduccidn en general (y la demostracion en particu-
lor no es uno heramienta especiaimante Otil para el descubrimiente real de
nueves resultados rmatemdticos. Creen ingenuamente que los teoremas son
descublertos de pronto por infuicién y/o métodos cuasi-empinicos. antes de
ser verificados con una demostracian. Por ejermplo, Hanng (1983:66) sostiene:
«.. 105 proposiciones v los concepfos matemdiicas se ... conciben v formuian
antes de que las demostraciones s& esfablezcane. (heqrita afadida). Tarmbién
50N citados. a este efecto, matemdaticos como Ramonujan (1887-1220) o
Joseph Fourier (1768-1830). quien no demostrd ni un s&lo teorema de o ma-
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teria que &l mismo inventd: & Andlisis de Fourier. Quizd esta percepcian sea
fambién debida, &n parte. a la manera estereatipada en la que se piensa
de la demestracion (s presenta primero la conclusion seguida de o prue-
ba). De todas formas, este punto de vista es completamente faiso, pues exls-
ten nurmerdsos ejemplos de g historia de las mateméticas #n Jos que los nue-
vos resulfados fueron descublertos/Inventados de forma purcments deductiva;
de hecho. &5 completcmentfe inverosimil que alguncs resultados (por &j., las
geometias no-euclideas) pudieran haber sido descubiertas exclusivamente
por Infulcidn y/o métodos cuasi empiricos. Inciuso dentro dal contaxro de tal
proceso deductivo formal come unga axiomatizacidon y definicion o prior, 1a
derncstracion puede llevar frecuentemente a nuaves resultados. Para el ma-
fermdtico profesional la demastracian na es, por tanto, un medio de verificg-
cion a posterion, sino, a menudeo y fambian, un método de exploracion, and-
lisis, descubrimiento 2 inventlva, (Por &), consditese Schoenfeld, 1894 y Do
Jager, 1990).

FIGURA 1. LA GENERALIZACION DE UN RESULTADD

Consideremos el siguiente ejemplo llustrative tomado de De Villiers (15900,
Supongarmos que farmulamos accidentfaimenta la hipdtesis. visuaimente aceo-
taple, de gue EFGH es slempre un recténguio cuando unimos 10§ punfos
medios de los lados de una comeata, como se muestra en la Fig. 1. Aungue
podernos adauidr un aito nivel de confianza en la veracidad de esta hipdie-
sis construyendo v midiendo cuidadosamente en diferentes cometfas (inclu-
yvendo concavas). no llegaremos asl o ung exglicacion satistactorld de por
qué es verdad (coma se expuso en el parrafo 2.2). Pero si desarrollarnos und
dermostracién deductiva, nos damos cuenta inmediatamente de que la par-
pendicularidad de las diagonales es la caracieristica esencial de la cudi
depende v de que ig igualdad de los lados adyacentes na &s, por fanto,
requerida. (Se deja al lector la demaostracion). En otras palabras, [lelu Ty pluts
genaralizar inmediatamente el resultado o cualquisr cuadrilaters con diago-
nales perpendiculares (un cuadridtere perpendiculan, como se mussira a la

Invasthigacion
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derechg en la Fig. 1. Por contra, &l resultade general no es sugerido en akb-
soluto meadiante lo verificacidn puramente emplice de la hip&tesis original.
Ni siquiera una investigacion empirica sistematica con varios lipos de cuadin-
[ateros hubiera ayudado o descuprir el caso general, puss quizd se hubierg
restringido ia investigocion o cuaddldteres familiares, como paralelogramos,
rectangulos. rombes, cuadrados v trapecios isdsoelas,

FIGURA 2. EL ANALISIS DEDUCTIVO DE LAS PROPIEDADES
DE UN OBJETO MATEMATICO

El teorema de Ceva (1678) fue probablemente descubierto de forma
deductiva similar, mediante lo generalizoclén de la demostracion de la con-
currencia de las rmedianas de un tridngule, v no mediante la construccion real
y medicion (conslitese De Viliers, 1988), Otro ejemplo donde se da precisa.
mente de esta manera el process de dascubrimiento deductive via gensra-
lizacidon deductiva, se describe en De Viliers (1989d). En cualguier caso, (os
nuevos resultodos pueden s&r también descubiertos o priod, sencillamente
anglizando de forma deductiva las propiedades de objetos dados. Por glem-
plo. sin recurr o construcciones recles v medicionss, es pasinle deduch rapi-
damente gue AB + CD = BC + DA en & cuadrilatero clrcunscrito ABCD de Ia
Fig. 2. {(8e da una demostracion en De Villlers, e prensa ().

2.5, La dernostracion coma medic de comunicacion

Algunos autores recientas han hecheo hincapié en la Importancia de la
funcidn comunicariva de la demastracion, par gjemplo:

«.. Lo gemostracion aparece come una forma de discurse, como
medic de comunicacion entre quianes hacen matermdticass. (negrita
anadida), Volrmink (1990:8),
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.. recahocemos gque & razonamiento matematico esta dirigido «
uno audiencic humanda que posee ur conecimiento de base gue per-
rhite comprender las infenciones de quien habia o del autor. Al afirrnar
que ef razonarmiente matemdtico no es mecdnico ni formal, afiimamos
implicitamente o que es: un imtercambio humano basado en significa-
dos compartidos, que no es dal fodo verbal ni formulisticos. (negrifa
coftadida). Daviz & Hersch (1986:73).

Andlogomente, Davis (1976) ha mencionade fambién gue unc de 193 va-
lores recles de g demostracion es que crea un foro para e andlisis aritico.
De acusrde con este punto de vista, lo demostracidn 25 una manera dnica
de comunicar resultados mateméaticos entre profasionales, enfre conferencian-
tes y quditorio, entre profesoras v alumnos y enfre &stos mismnas. El enfasis re-
cae asi sobre &l proceso social de informar y diseminar el conoaimiento ma-
termnatico en la sociedad. La dermaostracién come forma de interaccion social
involucra ast tambian la negociacian sulyefiva de no sdlo los significodos de
los coneaptos concemidos, sino fambidn, implicifamente, los criterios pora una
argumeantacion aceptakle, A su vez, tal filtro social de la demostracion en las
diferentes comunicacionas contribuye g su refinamiente @ identificacion de
errores, asi como., d veces., a suU rechazo por el descubrimiento de un
contragjemplo.

Ce acuerdo con Thom (1971:679). as preclsamente esta influenclia regula-
dorg del procesa social 1a que Qsegurd se aviten erroras catastroficos, que
podrian haber extraviado durante tiempo indefinido a feda o comunidad
materndtica. Como ha sefalade Hanna (198%0:20), el procesc social s ueual-
rmente mucho mas importante parg la aceptacion de un particular resulio-

‘do y su demosiracién por parte de los matematicos que la mera aplicacion
de cierfos criterios formales para juzgar &l rigor 1Ogico de un razonamiento

dado.
TABLA 1. UNA COMPARACION ENTRE ALGUNAS DE LAS FUNCIONES
DE LA DEDUCGION, INTUICION ¥ METODOS CUASI-EMFIRICOS
Fungiones Deduc. l&gica  Intuicion  Cugslkemnpirico
Yerificacion de r;esun‘ados ......................... o ) o v
Explicacion de resulfaaos i s < X
i Sistemalizocién del conoe. axistente .. v X X
Nescubrmiento de nuevos resuitados .. - v v
vy x X

Comunicacion de rasultados e

Finalmente. cunque ks cined antericres funcionas puedsn &7 diferencic-
das unas de ofras, @ menudo estén intrincadamente relackonadas en casos
especificos. En algunos, cierfas funciones pueden dominar sobre ofras, en ofros
casos, algunas de ostas funciones son inexistentas.

Irvestlgaoian
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En la Tabla 1 se esighlece und comparacion entre las funciones acut dis-
cuilidas g o demostracion en relaclon con las de los méfodos Intultives v
cuas-empiicos (De Vilisrs, 1990149, A partir de ella. queda clare que o iz
rmostrocion juege un papel cost exclusive en la expiicacion, sistamatizacidn y
comunicacion de los rgsulfados, 1o Qua No &5 posicie hasta el misma punto
uttizando salo métodos intuitivos y/o cugsi-empincos. Por otra parte, tamizien
muastra que la demcshacion no &3 ni preraguisto para &l descubrimiento de
los resuitade ni condicion suficients Dara &4 variflicacidn,

La liste de funciones no @5 en medo alguno completc, Por ejemplo, po-
diiarmos facimente anadir la funcién estalica o la de auto-recizacion perso-
nal, donde la produccion de und cemostracion es vista come spisdrg da
togque para propar & gguante y &l ingenio de! mctematicor (Daovis & Hersah
1983:34%). pero hemaos oreldo que tales aspectos caian fuera del dominio de
aste arficulo.

3. ALGUNOS COMENTARIOS FINALES SOBRE LA ENSENANZA
DE LA DEMOSTRACION

Tradicionalimente, & popel v la funcion de la dermaostrocion en el auld, O
bien na sido completamante ignoradeo (el hecho de gue esté en el progra-
ma y sentrer en gl examen & considera razdén suficiente para darla en cla-
sey, o bien se ha presentado come medio de obtencidon de cerfeza (esto @s,
en & contexto de verificacidn/conviccidn). De todas formas, camao se sericl-
Il en este arficulo, los matemdticos desarrolian d menudo demaostracioneas por
rarones bign distintas a los de verificacian/conviceidon, Lo comdn idea
tormalistica de muches profeseres de matemalicas de qgue o convicoldn es
una carfografia monocromatica de e demosfracion deductiva (esto es: und
funcion biyectiva) debe ser, por tanfo, complataments abandenada: ja con-
viccion no se consigue exclusivamente con o demostracion ni fa unica fun-
cidn de o demosiracion eg la de verficaalén/convicaldn, Tal aproximacion
no s solo deshonesta intelectuaimente, sino gque no fiene sentido para [}
alurnnos, especialmente cuando e trata de cosos evidentes por sT mMismes o
facimenta verificalles.

Mdas que & parcial enfoque de la demostracion coms madio de verifica-
cién, 1o funcign, maos fundamental, de sxplicacion debe ser Jlilizoda pard
presaniar la dernestracion coma ung motividad significativa para o5 QlUIminoe.
Al rismo tiempo, debe ponerse atencidn en o funcién de descubrirmianto v
a 1o de comunicacisn, negosiando con os alumnas ios criterios de eviden-
cia aceptable, oxplicacion y/o razonamiento. Mdas qun, en matematicos,
como puede constatar cuolguisra que fanga algo de expansncia, la tungion
exclsiva de sistematizacion aparece sOlo an riveles muy avanzodoes, por ko
que deberia ombfirse en un CuUrse introductonio de esta materic,

En conpclusion, este arficulo reclamao und vision v un tratamisnto mas
compranansive de o funcién v del rapel de lo demostracién gue el tradicic-
nalmente aceptado, v alo sobre la baose de ios siguientes supuestos:

1) La ensehanza de las matematicas deberia (ol menes en parfe) reflejar
& naturalere Ge lgs matematicas y io que es redimente sigmiflcativo
parg los matemndficos en activeo.
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2y Como seres hurnanos de funcionamiento cognitive, 105 alumngs tienean
masicaments lq misma necesidod de actividades significtivas qus los
maternéticos, o gue incluye el conoacimiento, la comprension v experi-
mentacidn de la funcionalidad (utilidod) de las actividades en las que
parficipan,
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